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新 型 准 零 刚度 隔 振 占 设计 及 动力 学 研究 


杨 远 汉 ,黄龙 , 曾 鹏 , 刘 北 


(长 沙 理工 大 学 汽车 与 机 械 工程 学 院 ,410114 长 沙 ) 


摘 要 :针对 传统 被 动 隔 振 器 低频 隔 振 性 能 不 足 的 问题 ,提出 了 一 种 连 杆 -倾斜 弹 自负 刚度 机 构 , 并 
将 其 与 线性 弹 自 并 联 构 成 一 种 新 型 准 替 刚度 (quasi-zero stiffness,QZS ) 隔 振 器 。 首 先 , 对 该 隔 振 器 
进行 静 力学 分 析 , 建 立 无 量 纲 力 -位 移 和 无 量 纲 刚度 -位 移 关 系 式 ,并 讨论 设计 参数 对 隔 振 器 刚度 的 
影响 ,进一步 得 出 隔 振 器 在 平衡 位 置 处 具有 零 刚度 特性 的 参数 条 件 ;其 次 ,通过 动力 学 研究 ,建立 隔 
振 器 在 位 移 激励 下 的 非 线性 动力 学 方程 ,并 应 用 谐 波 平衡 法 推导 出 位 移 传递 率 ;最 后 ,采用 四 阶 龙 
格 库 塔 法 对 准 零 刚 度 隔 振 器 在 不 同 激励 频率 下 进行 数值 仿真 ,并 与 不 含 负 刚 度 机 构 的 线性 隔 振 器 
进行 对 比分 析 。 结 果 表 明 , 准 零 刚 度 隔 振 器 在 低频 激励 下 的 隔 振 效果 明显 优 于 线性 隔 振 器 ,而 在 高 
频 激 励 下 具备 与 线性 隔 振 器 相当 的 隔 振 性 能 。 
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Design and dynamic research of a new quasi-zero 
stiffness vibration isolator 


YANG Yuanhan, HUANG Long,ZENG Peng,LIU Bei 


(School of Automotive and Mechanical Engineering, Changsha University of Science and Technology ,410114 Changsha, China) 


Abstract :To improve low frequency vibration isolation performance of traditional passive Vibration isola- 
tors ,a negative stiffness mechanism containing links and inclined spring is proposed which and applied to 
a novel quasi-zero stifftness (QZS ) vibration isolator by parallel connection with a linear spring. First, 
through the study of static characteristics , the relationship between the dimensionless force displacement 
and the dimensionless stiffness displacement of the vibration isolator is established. Besides ,the effect of 
the geometric parameters on the stiffness is discussed and the parameter conditions in that the vibration 
jsolator have zero stiffness are derived at the equilibrium position. Then ,the nonlinear dynamic equation 
under displacement excitation is established by the dynamic characteristics ,and the transfer rate is derived 
by the harmonic balance method. Finally ,the vibration isolator is numerically simulated by the fourth-order 
Runge Kutta method, which is compared with the linear vibration isolator without negative stiffness 


mechanism. And the results show that the vibration isolator effect of the vibration isolator is obviously 
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better than the linear vibration isolator under low-frequency excitation ,and is equivalent to that of linear 


vibration isolator under the high-frequency excitation. 


Key words:negative stifftness mechanism ; quasi-zero stiffness; low-frequency vibration ;fourth-order Runge 


Kutta method ; displacement transfer rate 


随 着 精密 工程 测量 技术 等 领域 的 迅速 发 展 , 对 
超 低 频 隔 振 技术 提出 的 要 求 愈 来 愈 严 格 " 。 然 而 传 
统 的 被 动 隔 振 器 作为 解决 工程 振动 问题 的 首选 的 方 
案 , 在 隔离 低频 和 超 低 频 振动 时 很 难 起 到 较 好 的 隔 
振 效 果 ""。 由 经 典 振动 理论 中 可 知 ,传统 的 被 动 隔 
振 器 对 外 部 干扰 频率 大 于 隔 振 器 固有 频率 v2 倍 时 
起 隔 振 作用 ,对 于 中 、 高 频 振动 具有 良好 的 隔 振 
性 能 。 

近年 来 ,国内 外 学 者 针对 低频 隔 振 问题 ,提出 了 
构 型 各 异 的 QZS( quasi-zero stiffness ) 隔 振 央 ,大 多 采 
用 正 、 负 刚度 机 构 并 联 的 组 合 方式 。 文 献 [4] 提 出 
了 仪 由 3 根 弹簧 组 成 的 QZS 隔 振 带 , 人 研究 了 该 隔 振 
器 在 平衡 位 置 处 的 隔 振 性 能 。 文 献 [5 ] 利用 水 平 弹 
簧 与 垂直 弹簧 并 联 获得 QZS 特性 ,并 应 用 于 车 辆 座 
椅 的 隔 振 。 文 献 16] 提 出 了 一 种 含有 连 杆 负 刚 度 机 
构 的 非 线 性 隔 振 器 , 具有 较 高 的 静态 承载 能 力 。 文 
献 L7] 利 用 负 刚 度 机 构 与 线性 弹簧 并 联 降低 了 隔 振 
器 的 共振 峰值 。 文 献 18-9 ] 通 过 并 联 具 有 负 刚 度 特 
性 的 滑动 深 与 正 刚 度 的 线性 弹簧 ,得 到 全 新 型 的 超 
低频 隔 振 右 , 还 将 欧 拉 届 曲 梁 负 刚度 机 构 与 线性 隔 
振 右 并 联 得 到 QZS 隔 振 器 。 文 献 [10] 提 出 了 一 种 
含有 蝶 形 弹簧 负 刚 度 的 QZS 隔 振 器 。 文 献 [ 11-12 ] 
提出 了 一 种 含有 吓 轮 - 滚 柱 负 刚 度 机 构 的 隔 振 顺 , 具 
有 良好 的 低频 隔 振 性 能 。 文 献 [13 ] 研 究 了 和 柔性 基 
础 QZS 隔 振 响 的 动力 学 特性 ,验证 了 该 隔 振 器 具有 
优越 的 低频 隔 振 性 能 。 文 献 114-15 ] 提出 了 一 种 以 
拉 簧 作为 负 刚 度 机 构 的 QZS 隔 振 带 , 该 隔 振 带 适 用 
于 康复 机 器 人 低频 隔 振 。 文 献 [16] 提 出 了 一 种 含 
有 凸轮 - 深 轮 - 非 线 性 弹 得 负 刚 度 机 构 的 QZS 隔 振 
需 , 并 分 析 了 该 隔 振 器 的 力 传递 率 。 文 献 L17] 提 出 
了 一 种 含有 萎 形 构件 的 QZS 隔 振 器 , 并 研究 了 几何 
参数 对 阻尼 和 刚度 的 影响 。 

然而 , 现 有 的 QZS 隔 振 器 大 多 结构 复杂 ,成 本 
较 高 ,精度 要 求 较 高 。 对 设计 参数 与 系统 刚度 的 关 
系 以 及 在 不 同 激 励 下 隅 振 效 果 的 研究 还 不 够 。 为 
此 ,本 研究 提出 一 种 结构 简单 、 紧 凑 的 QZS 隔 振 器 。 
通过 静态 学 分 析 ,详细 讨论 了 设计 参数 对 隔 振 系 统 
刚度 的 有 影响。 通过 谐 波 平衡 法 推导 出 在 简 谐 位 移 激 


励 下 的 位 移 传递 率 。 最 后 ,通过 数值 仿真 分 析 了 隔 
振 顺 在 不 同 激励 下 的 隔 振 效 果 。 


1 QZS 隔 振 器 


1.1 隔 振 器 设计 与 受 力 分 析 


本 研究 提出 一 种 正 负 刚度 机 构 并 联 的 新 型 QZS 
隔 振 器 ,如 图 1 所 示 。 其 中 ,刚度 为 及 的 线性 弹 得 
用 于 承载 。 负 刚度 机 构 主 要 由 连 杆 和 倾斜 弹 得 组 
成 ,用 于 抵消 线性 弹簧 提供 的 正 刚度 。 图 2 为 三 维 
模型 简化 的 结构 示意 图 。 其 中 :为 承载 平台 受到 
的 外 力 ;x 为 承载 平台 在 初始 位 置 竖 直 向 下 的 位 移 ; 
1 为 连 杆 的 长 度 ; 有 为 初始 高 度 ; 9 和 p 分 别 为 连 杆 
与 水 平面 的 夹 角 以 及 倾斜 弹簧 与 水 平面 的 夹 角 ; 0 
为 1 在 水 平方 向 的 投影 值 ; a 为 4B 的 一 半 。 


“~ 承载 平台 


倾斜 弹簧 
线性 弹簧 
支撑 架 


图 1 QZS 隔 振 器 模型 图 


Fig.1 Diagram of QZS vibration isolator model 


图 2 QZS 隔 振 器 结构 示意 图 


Fig.2 Schematic diagram of QZS vibration isolator structure 
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1.2 负 刚 度 机构 


由 于 QZS 隔 振 器 中 连 杆 -倾斜 弹簧 负 刚 度 机 构 
两 侧 完 全 对 称 , 取 该 机 构 的 一 侧 进行 受 力 分 析 ( 不 考 
虑 线性 弹簧 ) ,如 图 2 所 示 。 根 据 力 平衡 条 件 可 知 ， 
外 力 ,/ 与 斜 自作 用 力 Fs 的 关系 为 

三 = 4F,(cosptang - sinp ) (1) 

其 中 , f。= KsA ,Ks 为 斜 得 刚度 ,，A 为 斜 自 变形 
量 。 结 合 几 何 运 动 分 析 可 得 ， 外 力 f 与 位 移 x 的 关 
系 为 


f= sk 1) (2) 


VP -ho -x A 
he 
) = Vta) +h,h = VME-R, 

将 式 (2) 无 量 纲 化 可 得 无 量 纲 力 /表达 式 为 

(Fm) (mm 1 
| 

(3) 
x=x/l, 


机 构 在 不 同 m 值 下 的 无 量 纲 力 -位 移 曲 线 如 图 
3 所 示 , 其 中 n=1.6。 由 图 可 知 , 当 m = 1 时 ,无 量 
纲 力 随 着 无 量 纲 位 移 的 增 大 而 增 大 ,该 机 构 存 在 正 
刚度 特性 ; 当 m > 1 时 ,无 量 纲 力 随 无 量 纲 位 移 的 增 
大 而 减 小 ,该 机 构 存 在 负 刚 度 特性 。 而 机 构 在 不 同 
n 值 下 的 无 量 纲 力 -位 移 曲 线 如 图 4 所 示 , 其 中 m = 
2。 随 着 n 的 逐渐 增 大 , 负 刚 度 特性 越 显 著 。 


无 量 纲 力 广 


“0 0.5 0 js 2.0 2 3;0 3:5 
无 量 纲 位 移 


图 3 无 量 纲 力 -位 移 曲 线 (m 取 不 同 值 ) 


Fig.3 Dimensionless force-displacement curve 


(m for different values) 
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0.4 n=1.2 


n=1 


n=0.8 


无 量 纲 力 广 
So 


0 0.5 1.0 | 2.0 2 30 3:9 
无 量 纲 位 移 
图 4 无 量 纲 力 -位 移 曲 线 (n 取 不 同 值 ) 
Fig.4 Dimensionless force-displacement curve 


(n for different values) 


2 静 力学 分 析 


为 进一步 分 析 QZS 隔 振 器 的 刚度 特性 , 令 a = 
Ks/K, 为 刚度 比 ,结合 式 (2) 可 得 ,该 隔 振 器 的 力 -位 
移 关 系 式 为 
F = Kx+4Ka — ee [| 

a 


将 式 (4) 无 量 纲 化 可 得 无 量 纲 力 为 


F =h+h+4an 


Mm -i 
_ V+n) + (m’ 3 
Vm 


(mn—-1) (5) 


2 
—— nn-1)+ 
m 2 


Wn Vl+n) +(m -1) 

(mw [r+(Vm -wu +n) ] 
(6) 
在 不 同 m 值 下 , 隔 振 器 的 刚度 特性 曲线 如 图 5 
(a) 所 示 , 其 中 a =3,n=1.6。 在 不 同 n 值 下 , 隔 振 
器 的 刚度 特性 曲线 如 图 5(b) 所 示 , 其 中 =3,m = 
2。 在 不 同 w 值 下 , 隔 振 器 的 刚度 特性 曲线 如 图 5(c ) 
所 示 , 其 中 m=2,n =1.6。 当 倾斜 弹簧 被 拉 伸 至 水 
平 位 置 , 即 = 0 时 ,无 量 纲 刚 度 存在 最 小 值 , 且 刚 
度 特性 曲线 关于 ww = 0 对 称 。 无 量 纲 刚度 的 最 小 值 
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与 参数 mwn 以 及 刚度 比 ag 有 关 , 且 均 随 着 mn、a 不 
断 增 大 而 逐渐 减 小 ,由 正 值 变 成 负 值 。 因 此 ,可 通过 
5 


6 

8 
4 | 
&， 
= 区 
村 ， 图 
本 “ 到 
I 1 全 

0 
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控制 mn 与 a 的 大 小 使 刚度 发 生变 化 ,以 实现 隔 振 
器 的 QZS 特性 。 


无 量 纲 刚度 太 


无 量 纲 位 移 色 无 量 纲 位 移 t 无 量 纲 位 移 认 
(a) 不 同 m 值 下 的 刚度 特性 曲线 (b) 不 同 n 值 下 的 刚度 特性 曲线 (0) 不 同 a 值 下 的 刚度 特性 曲线 
到 5 ”QZS 隔 振 器 刚度 特性 曲线 


Fig.5 Stifftness curves of the QZS vibration isolator 


由 式 (6) 可 得 , 隔 振 器 在 平衡 位 置 届 = 0 处 的 无 
量 纲 刚度 K(0) 为 


| +4an[ 可 | 
(7) 


假如 隔 振 器 在 平衡 位 置 处 的 无 量 刚度 让 = 0 ， 
则 满足 QZS 特性 的 前 提 条 件 为 


m(m+n) 


VU+tn) + (mw -1) 1 


m+n 


a V(l +n) +(m -1)] 
图 6 为 QZS 隔 振 带 无 量 纲 力 -位 移 曲线 。 令 X= 
mm ,根据 图 6 可 
4n[m+n-— Vl +m +(m -1)] 
知 , 当 a=X 时 , 隔 振 融 在 静 平 衡 位 置 处 附近 可 实现 
准 零 刚度 特性 。 当 a =0. 8X 时 , 隔 振 器 在 平衡 位 轩 
处 附近 表现 出 正 刚 度 。 当 a =1. 2X 时 , 隔 振 器 在 平 
衡 位 置 处 附近 表现 出 负 刚 度 。 因 此 ,为 了 获得 更 宽 
的 隔 振 频 域 ,有 必要 确保 平衡 位 置 处 附近 的 动 刚度 
足够 小 。 


(8) 


无 量 纲 位 移 人 
图 6 无 量 纲 力 -位 移 曲 线 


Fig.6 Dimensionless force-displacement curve 
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由 式 (8) 可 知 ,不 同 mn 值 下 刚度 比 a 曲线 ,如 
图 7 所 示 。 随 着 mn 的 值 不 断 增 大 , 则 仅 需 更 小 的 
刚度 比 a 便 可 使 隔 振 占 在 平衡 位 置 处 保持 QZS 


特性 。 


图 7 不 同 mn 值 下 刚度 比 曲 线 


Fig.7 Stiffness curves under different m and n values 


3 动力 学 特性 研究 


3.1 力 和 刚度 的 简化 替换 


由 图 6 可 知 , 隔 振 器 的 无 量 纲 力 与 无 量 纲 位 移 
近似 为 三 次 立方 的 关系 。 为 便于 分 析 隔 振 器 的 动力 
学 特性 ,将 无 量 纲 力 在 平衡 位 置 % = 0 处 进行 三 阶 
泰勒 展开 , 则 无 量 纲 力 -位 移 近 似 表达 式 为 

县 K'(0) ~, 有 

F 21 u 3 


app 


= 0y FE 9) 
(9) 
令 y， = KK(0) ,y= K"(0)/6 , 则 无 量 纲 刚度 - 
位 移 近似 表达 式 为 
天 ，= y+ 3y20 (10) 
将 式 (10) 所 确定 的 无 量 纲 刚度 -位 移 精确 表达 
日 力学 学 报 
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式 与 近似 表达 式 比 较 ,如 图 8 所 示 。 在 平衡 位 置 附 
近 , 两 者 之 间 的 误差 很 小 ,但 随 着 无 量 纲 位 移 绝对 值 
的 不 断 增 大 ,近似 刚度 和 精确 刚度 之 间 的 误差 也 逐 
渐 增 大 。 
0.7 
0.6 


Qi 


0.4 


SC 
工 
原 \ 
从 


所 "| i 着 
0.2 二 / ”近似 表达 式 


.3 证 | A 


无 量 纲 位 移 六 
图 8 精确 刚度 和 近似 刚度 比较 图 
Fig.8 Comparison diagram of exact stifftness 
and approximate stiffness 
若 通过 相对 误差 8 来 测量 近似 刚度 和 精确 刚度 
之 间 的 误差 , 则 6 的 表达 式 为 


Kk 
6 =| 1 -| x 100% 


天 
近似 刚度 和 精确 刚度 的 相对 误差 曲线 如 图 9 所 
示 ,无 量 纲 位移 绝 对 值 在 0. 14 范围 内 时 ,相对 误差 
不 超过 1% 。 因 此 ,在 平衡 位 置 附近 ,近似 表达 式 与 
精确 表达 式 相互 替换 是 可 行 的 。 


A 
b 


(11) 


相对 误差 6/% 


-0:05 0 0.05 0.10 0.15 


0 
=0415 


—0.10 
无 量 纲 位 移 闪 
图 9 近似 刚度 和 精确 刚度 的 相对 误差 


Fig.9 Relative error between approximate stiffness 


and exact stiffness 


3.2 动力 学 建 模 


为 确保 质量 为 M 的 隔 振 设 备 放置 在 承载 平台 
上 时 ,倾斜 弹簧 和 连 杆 刚好 被 压缩 至 水 平 位 置 , 即 处 
于 静 平 衡 位 置 ,VM 须 满 足 的 条 件 为 


Mg = K,h, (12) 
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在 简 谐 位 移 激励 y = Zsin(wt) 作用 下 ,建立 隔 
振 器 的 运动 学 方程 为 
ME -7) +e(x—y) +yKl -7y) =-My 
(13 ) 
令 4=x-y,u=x-y, =x-y, 则 隔 振 器 
的 无 量 纲 运动 微分 方程 为 
0 (14) 
其 中 ,7 = wi,é = C/2Mo, ,0 = wo/ mw，w， = 
dR 
基于 谐 波 平衡 法 "可 得 , 隔 振 器 的 幅 频 特性 方 


2 入 
(地 A ~ AP) + 264’ = (YF) (15) 


因此 ,位 移 传递 率 表 达 式 为 


VA? + + 2AZcosp 
|y 多 


(16) 


4 动力 学 仿真 


为 评估 QZS 隔 振 器 的 隔 振 性 能 ,在 不 同 激励 频 
率 下 ,对 QZS 隔 振 器 与 相应 的 线性 隔 振 器 进行 动力 
学 仿真 。 

结合 式 (13 ) ,使 用 四 阶 龙 格 库 塔 法 对 QZS 隔 振 
器 进行 数值 仿真 ,仿真 参数 如 表 1 所 示 。 当 输入 信 
号 为 正弦 波 时 ,激励 幅 值 为 3 mm ,激励 频率 为 3 Hz， 
可 得 到 隔 振 器 激励 和 响应 的 对 比 曲 线 ,如 图 10 所 
示 。 隔 振 器 的 位 移 响应 曲线 在 短 时 间 内 达到 稳定 状 
态 , 且 隔 振 器 的 位 移 响应 幅 值 明显 小 于 输入 的 激励 
幅 值 ,说 明 在 该 激励 频率 下 QZS 隔 振 器 具有 较 好 的 
隔 振 性 能 。 


表 1 隔 振 器 仿真 参数 
Tab.1 Vibration isolator simulation parameters 

参数 数值 

M 1.6 kg 

m 2 

n 1.6 

0.71 N/mm 
K, 0.3 N/mm 
a 0.1 
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结合 线性 动力 学 微分 方程 "| ,进一步 ,通过 分 
别提 取 在 不 同 激励 频率 下 线性 隔 振 器 和 QZS 隔 振 
器 稳定 后 的 响应 幅 值 ,可 得 两 者 的 位 移 传递 率 ,如 图 
11 所 示 。 通 过 QZS 隔 振 器 仿真 结果 与 线性 隔 振 器 
仿真 结果 的 对 比 可 知 ,在 频率 为 5 Hz 以 下 时 ,QZS 
隔 振 器 的 位 移 传递 率 曲线 明显 比 线性 隔 振 器 的 位 移 
传递 率 曲 线 低 ; 当 激励 频率 逐渐 增 大 时 ,两 者 的 位 移 
传递 率 曲 线 逐 渐 接近 ,在 频率 为 8 Hz 以 上 时 基本 
一 致 。 


一 一 激励 


fr 


图 10 QZS 隔 振 融 激励 和 响应 对 比 曲 线 


Fig. 10 Excitation and response comparison 


一 一 响应 


位 移 /mm 


| 


curve of QZS vibration isolator 


30 
2.5 es 
一 e 一 线性 隔 振 器 
EY! 一 6 一 准 零 刚度 隔 振 器 


11 
Fig. 11 


QZS 隔 振 器 仿真 曲线 与 线性 隔 振 带 仿 真 曲线 
QZS vibration isolator simulation curve and 
linear vibration isolator simulation curve 

进一步 考虑 更 为 复杂 的 多 频 谐 波 激 励 , 激 励 的 
频率 都 是 低频 的 , 且 每 种 激励 频率 对 应 的 幅 值 各 不 
相同 。 此 时 ,基础 受到 的 激励 为 

y =1.6sin(2T x0.56t) +1.1sin(2T x1.61)+ 

1.4cos(2 丰 X0.91) +cos(2 厂 X1.81) 

在 多 频 谐 波 激励 下 ,QZS 隔 振 器 激励 和 响应 对 
比 曲 线 如 图 12 所 示 。 激 励 幅 值 最 大 接近 4. 2 mm， 
输出 幅 值 大 大 减 小 , 约 为 1.4 mm, 即 此 QZS 隅 振 器 
的 位 移 传递 率 很 低 。 结 果 表明 ,QZS 隔 振 器 在 多 频 
谐 波 激 励 下 也 具备 较 好 的 隔 振 性 能 。 


应 用 力学 


位 移 /mm 


0 ] 10 15 20 25 30 
时 间 /s 
12 ”QZS 隔 振 器 激励 和 响应 对 比 曲 线 (多 频 谐 波 ) 


Fig. 12 Excitation and response comparison curve of QZS 


vibration isolator ( multifrequency harmonics ) 
和 
八 
5 结 论 


本 研究 设计 了 一 种 连 杆 -倾斜 弹簧 负 刚度 机 构 ， 
并 将 其 与 线性 弹簧 并 联 构成 一 种 新 型 QZS 隔 振 妖 。 
根据 静 力 学 分 析 可 知 ,通过 对 参数 m、n 和 a 的 控 
制 ,可 使 其 在 静 平衡 位 置 处 实现 准 零 刚度 特性 。 进 
一 步 建 立 了 隔 振 器 的 动力 学 微分 方程 ,并 利用 谐 波 
平衡 法 推导 了 隔 振 器 的 位 移 传递 率 。 最 后 ,对 QZS 
隔 振 融 进行 数值 仿真 ,并 与 相应 的 线性 隔 振 顺 对 比 
分 析 。 结 果 表 明 ,QZS 隔 振 器 的 隔 振 性 能 明显 优 于 
线性 隔 振 器 , 且 在 多 频 谐 波 激励 下 隅 振 效果 恨 好。 

此 外 ,该 QZS 陋 振 器 具有 更 灵活 的 操作 方式 ， 
更 适合 安装 在 空间 较 小 的 机 械 结构 中 , 因 其 结构 简 
单 , 易 于 生产 制造 ,有 利于 工程 应 用 。 同 时 ,该 隔 振 
器 为 精密 工程 领域 低频 减 振 设 备 的 开发 和 推广 提供 
了 参考 。 
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